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研究の概要
熱弾性体とは音波の振動, 弦の振動などに代表される弾性体の運動に, 運動による内部エネルギー
の変化まで考慮したものをいう.弾性体の方程式は,フックの法則や運動量保存則などから導出さ
れる. 熱弾性体の運動を記述した方程式である, Thermoelasticity with second sound, Classical
thermoelasticity, Thermoelastic plate equation について考察した. どの方程式においても等方位
で均質な弾性体を考えるものとする.
Thermoelasticity with second sound, Classical thermoelasticity は次のように与えられる.
(TS)
8>>>>>><>>>>>>:
utt ¡ ¹∆u¡ (¹+ ¸)rdiv u+ ¯rµ = 0 in R+ £ Ω;
µt + °div q + ±div ut = 0 in R+ £ Ω;
¿0qt + q + ·rµ = 0 in R+ £ Ω;
u(0; x) = u0(x); ut(0; x) = u1(x);
µ(0; x) = µ0(x); q(0; x) = q0(x) in Ω:
(CL)
8><>:
utt ¡ ¹∆u¡ (¹+ ¸)rdiv u+ ¯rµ = 0 in R+ £ Ω;
µt ¡ °·∆µ + ±divut = 0 in R+ £ Ω;
u(0; x) = u0(x); ut(0; x) = u1(x); µ(0; x) = µ0(x) in Ω:
u(t; x) は変位, µ(t; x) は温度, q(t; x)は熱流束を表し, それぞれ未知関数である. ¿0 を緩和時間,
¸; ¹ をフックの法則に表れるラメ定数とする. 次元は３次元で, 領域 Ω は外部領域または全空
間とする. Thermoelasticity with second sound において緩和時間 ¿0 を 0 とすると, Classical
thermoelasticityとなることが分かる. フーリエの法則から導出された Classical thermoelasticity
において熱は伝播速度が無限大となるという欠点をもつが, Thermoelasticity with second sound
は Cattaneoの法則を使うことによって双曲型となり, 有限伝播性をもつように改良されたといえ
る.
　初めに全空間での問題を考える. Helmholtz分解: u = v+r¼; q = r+rw with div v = div r = 0
を使って, ３つの方程式に分解したものを考える. v は弾性体の横波を表し, r¼ は縦波を表して
いる. ½
vtt ¡ ¹∆v = 0 in R+ £ R3;
v(0; x) = v0(x); vt(0; x) = v1(x) in R3:½
¿0rt + r = 0 in R+ £ R3;
r(0; x) = r0(x) in R3:
(¤)
8>>><>>>:
¼tt ¡ ®∆¼ + ¯µ = 0 in R+ £ R3;
µt + °∆w + ±∆¼t = 0 in R+ £ R3;
¿0wt + w + ·µ = 0 in R+ £ R3;
¼(0; x) = ¼0(x); ¼t(0; x) = ¼1(x); µ(0; x) = µ0(x); w(0; x) = w0(x) in R3:
横波 v に関する方程式は通常の波動方程式であり, r に関しては常微分方程式であるので, ここで
は (¤) について考える. (¤) は縦波と熱に関する方程式系であり, よって弾性体の波動の縦波が熱
の影響を受けることが分かる. 即ち次の定理を示した.
1
定理 1. E(t)を (¤)の解作用素とする. F = T (¼0; ¼1; µ0; !0)とおく.
E(t)F = T (r¼; µ;r!)は,
E(t)F = E0(t)F+ E1(t)F = T (¼0; µ0; !0) + T (¼1; µ1; !1)
と低周波, 高周波に分解すると次の評価が成り立つ.
k@mt @¯x (r2¼0; µ0;r!0)kp · C(m;¯; p; q)t¡
3
2
( 1
q
¡ 1
p
)¡(K
2
)kFkq; t ¸ 1; 1 · q · 2 · p · 1;　
k@mt @¯x (r¼0; µ0;r!0)kp · C(m;¯; p; q)kFkq; 0 < t · 1; 1 · q · p · 1; (p; q) 6= (1; 1); (1;1)
k@mt @¯x¼1kp · C(¯;m)e¡ctkFkWK;(K¡1)+;(K¡2)+;(K¡1)+p ;
k@mt @¯xµ1kp · C(¯;m)e¡ctkFkW(K+2);(K+1);K;(K+1)p ;
k@mt @¯x!1kp · C(¯;m)e¡ctkFkW(K+1);K;(K¡1)+;Kp ; 1 < p <1:
ただしK = j¯j+m,(l)+ = maxfl; 0g, m ¸ 0; 整数, ¯ 2 N30 とする.
外部領域についても同じような評価を出したいが, 境界がついている場合, 変位ベクトル u が
全空間のときのように縦波と横波に分離しないため困難な問題となる. 高周波については今後の
課題とするが, 低周波については展開を示すことができた. 即ち次のレゾルベント問題の解作用素
が存在し, 次のような展開が成り立つ.
(¤¤)
8><>:
k2u¡ ¹∆u¡ (¹+ ¸)rdiv u+ ¯rµ = f in Ω;
(¿0k + 1)kµ ¡ ·°∆µ + ±(¿0k + 1)kdiv u = g in Ω;
u = 0; µ = 0 on @Ω
定理 2. 1 < q <1 とする.
レゾルベント問題 (¤¤)の解作用素 Hk, Bk が存在し, 次のような低周波展開が成り立つ.
1. k 2 U¾;² = fk 2 U¾nf0g j jarg kj · (¼=2) ¡ ²g; (0 < ² < ¼=2) のとき Bk は U¾;² 上
B(Lp;W 2q ) 値解析関数となる.
2. k 2 U¾ = fk 2 C j jkj < ¾g のとき Hk = k1=2H0(k; ¿0) +H1(k; ¿0)と展開できる．ここで
H0; H1 は U¾ 上 B(Lp;R;W 2q;loc)値解析関数である.
ここで, Lq;R(Ω) = ff 2 Lq(Ω) j f = 0 (jxj > R)g とする. この定理から分かることは, 解作用
素を Lp;R から W 2q への作用素だと考えると 0 は特異点となるが, 解作用素を Lp;R から W 2q;loc
への作用素だと考えることによって, 0 も含めて展開でき, 上のようになるということである. 更
に, Hk, Bk は緩和時間 ¿0 の多項式になっているので, 解作用素において ¿0 をゼロに近づけると
Classical thermoelasticity の解作用素に近づくということも分かる.
Thermoelastic plate equation に関する次の問題を考察する.
(¤ ¤ ¤)
8>>><>>>:
utt +∆2u+∆µ = g in R+ £ Ω;
µt ¡∆µ ¡∆ut = h in R+ £ Ω;
u = @ºu = µ = 0 on R+ £ @Ω;
u(0; x) = u0(x); ut(0; x) = u1(x); µ(0; x) = µ0(x) in Ω:
2
u(t; x) は板の変位, µ(t; x) は温度を表す. Ω ½ Rn(n ¸ 2) は半空間または, 有界領域でその境界は
C4級超曲面とする. º は外向き単位法線ベクトルで @º =
Pn
j=1 ºj@xj とする.
　 Thermoelastic plate equation も熱弾性体のひとつであり, 板の振動を表す方程式である. xn
方向の板の厚みが非常に小さいと仮定し, その方向の板の振動を記述している.
　 Thermoelastic plate equation は分散型・放物型方程式の連立であるが, 熱の効果が非常に強
く, 全体として放物型になる. このことは最初に Liu-Renardy が有界領域のとき L2 で示してい
る. 本論文においてこれを Lq (1 < q <1) に拡張した. さらに, Shibata-Shimizu の手法により
最大正則性をもつことを示した. 即ち次の３つの定理を示した.
定理 3. Ω = Rn+, 1 < q < 1 とする. C+ = f¸ 2 C n f0g j Re¸ ¸ 0g とおく. このとき任意
の ¸ 2 C+, F = T (f; g; h) 2 Hq(Rn) に対し, (***)に対するレゾルベント問題はただひとつの解
U = T (u; v; µ) 2 Dq(Rn+) をもち, 次の評価を満たす.
2X
j=0
j¸j 2¡j2 k(rj+2u;rjv;rjµ)k
Lq(Rn+)
· Ck(r2f; g; h)k
Lq(Rn+)
;
1X
j=0
j¸j 4¡j2 krjuk
Lq(Rn+)
· Ck(j¸jf; g; h)k
Lq(Rn+)
:
定理 4. Ω = Rn+, 1 < q <1 とする. Hq(Rn+) 上で, (¤ ¤ ¤) に対応する解析的半群 fTq(t)gt¸0 を
生成する.
定理 5. Ω を有界領域, 1 < p; q <1とする. °0 > 0が存在して, U0 = (u0; u1; µ0), (g; h)が次を
満たすとする.
U0 2 Dq;p(Ω); e°tg; e°th 2 Lp(R+; Lq(Ω)); (° 2 [0; °0]);
このとき, 一意解
(u; µ) 2 ¡Lp(R+;W 4q (Ω)) \W 1p (R+;W 2q (Ω)) \W 2p (R+; Lq(Ω))¢£ ¡Lp(R+;W 2q (Ω)) \W 1p (R+; Lq(Ω))¢
をもち, 次の評価を満たす.
ke°t uk
Lp(R;W4q (Ω))
+ ke°t uk
W1p (R;W2q (Ω))
+ ke°t uk
W2p (R;Lq(Ω))
+ ke°t µk
Lp(R;W2q (Ω))
+ ke°t µk
W1p (R;Lq(Ω))
5 Cp;q
n
ke°t (g; h)k
Lp(R;Lq(Ω)) + kU0kDq;p(Ω)
o
:
ただし, 定理の中にでてくる関数空間は以下のように定義した.
W 2q;0(Ω) = fu 2W 2q (Ω) j uj@Ω = 0g; Wmq;D(Ω) = fu 2Wmq (Ω) j uj@Ω = @ºuj@Ω = 0g;
Hq(Ω) = fF = (f; g; h) j f 2W 2q;D(Ω); g 2 Lq(Ω); h 2 Lq(Ω)g;
Dq(Ω) = fU = (u; v; µ) j u 2W 4q;D(Ω); v 2W 2q;D(Ω); µ 2W 2q;0(Ω)g;
Dq;p(Ω) = [Hq(Ω);Dq(Ω)]1¡1=p;p:
また定理 3, 4 を基盤として Denk-Racke-Shibata により, Ω が有界・外部領域でその境界が C4-
級超曲面のとき (¤ ¤ ¤) に対応する解析半群が生成されることが示されている.
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